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摘要 ;本文 全 面 综述 了 倒 向 随机 微分 方程 理论 的 出 现 , 发 展 、 应 用 及 研究 现状 ,介绍 了 
作者 博士 论文 的 主要 工作 . 
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一 般 认 为 金融 学 从 一 门 描述 性 的 科学 向 金融 数学 的 转变 始 于 Harry Markowitz[1] 在 
1952 年 的 开创 性 工作 ,他 为 现代 有 价 证 券 的 组 合理 论 葛 定 了 基础 ,他 的 理论 引发 了 所 谓 的 第 
一 次 “华尔街 革命 ”许多 学 者 进一步 发 展 了 他 的 理论 . 下 一 步 重要 的 发 展 是 1964 年 Sharpe 
[2J 和 1965 年 Lintner[3] 提 出 的 资本 资产 定价 模型 (CCAPM) 及 1976 年 Ross[4] 把 CAPM 模 
型 扩展 成 套利 定价 模型 (APT). 1973 年 ,Fisher Black 和 Myron Schole[5] 发 展 了 “期 权 及 公 
司 债务 的 定价 ”, 提 出 了 第 一 个 完整 的 期 权 定价 模型 . 同一 年 ,Robert Merton[6] 发 表 了 “计算 
期 权 合 理 价 格 的 理论 ”. 这 些 里 程 碑 式 的 成 果 , 引 发 了 第 二 次 “华尔街 革命 ”, 在 理论 和 实践 中 都 
有 特别 重要 的 意义 . Fisher Black 和 Myron Schole 的 期 权 定 价 模型 提出 之 后 ,金融 数学 以 前 所 
未 有 的 的 速度 发 展 . 许多 现代 的 数学 工具 ,如 随机 微 积 分 [7,8,9] 38753 , 凸 分 析 [10] ,随机 最 
优 控制 ,多 元 统计 分 析 ,数学 规划 [11,12], 现 代 计算 方法 等 在 金融 理论 与 实践 中 起 着 关键 作 
用 .许多 经 济 学 家 和 数学 家 都 为 金融 数学 的 发 展 作出 了 贡献 . 他 们 中 的 佼佼 者 不 少 已 先后 获得 
了 诺 贝 尔 经 济 学 奖 。 金 融 数 学 的 发 展 , 也 促进 了 一 类 新 的 随机 微分 方程 理论 -一 一 倒 向 随机 币 
分 方程 的 出 现 ,发 展 和 逐步 完善 

倒 癌 随机 微分 方程 理论 研究 的 历史 较 短 ,但 进展 却 很 迅速 ,除了 其 理论 本 身 所 具有 的 有 趣 
数学 性 质 之 外 ,还 发 现 了 重要 的 应 用 前 景 . 1973 年 ,法 国 数学 家 Bismut[13j 在 研究 随机 最 优 控 
制 时 ,研究 了 线性 BSDE 的 适应 解 。 而 一 般 形 式 的 非 线性 倒 向 随机 微分 方程 

dX(t) œ Wt, XO) dt + alt, X)dW Ct), 
XD XOLST, 
实际 上 是 伊 荐 随机 微分 方程 初 值 问题 的 反 向 问题 , 即 终 值 问题 ,在 金融 理论 中 ,递归 效用 ,微分 


.C(D 


* 收 稿 日 期 :2001-12-05 
基金 项 目 : 国 家 自然 科学 基金 项 目 (70071011) 
作者 简介 : 周 少 甫 (1963-), 男 , 汉 , 华 中 科技 大 学 管理 学 院 博士 后 ,副教授 ,研究 方向 :随机 过 程 


OUUU 


10 


Iz 
Æ 
AE 
性 


2002 


BUR MENEAREN S UR EAA EL | T CEU E X J& v. n ul ag ip RE 
75 IBRAJSIEMIDÉXGSSEO.HXOD = 义 ,方程 (1) 往往 元 解 ,为 此 众多 学 者 作 了 不 懈 
努力 . 如 利用 样本 广义 解 方法 ,如 Huang(1984)[14] 把 终 值 问题 转化 为 初 值 问题 求解 ;利用 随 
机 流产 生 o 代数 , 如 Kunita(1990)[15], 但 其 e 代数 流 是 倒 向 的 ; 增 大 e 代数 流 ， 如 
Jeulin(1979)[16], $ 2, = (F, U X), {BIEB} Brown 运动 关于 新 的 o 代数 流 一 般 不 再 是 
Brown 运动 ,而 是 半 吉 ;利用 Malliavin 随机 变 分 学 ,如 Nualart,， Pardoux[ 17] 讨 论 韭 适应 过 程 
的 随机 微分 方程 ,但 这 仪 在 某 些 特殊 情况 下 得 到 较 满意 的 结果 , 1990 年 ,我 国学 者 彭 实 威 和 法 
国学 者 E. Pardoux 受 控制 问题 的 启发 ,在 众多 学 者 研究 的 基础 上 ,发 现 了 下 面 形式 的 有 限 维 
倒 向 随机 微分 方程 是 可 解 的 ,在 系数 了 满足 Lipschitz 条 件 下 , 解 是 唯一 的 . 

dy(D =— fCtay(t) zl) Jdt + ziDdW(D, 

u(T)-— X, 
(2) 和 (1) 的 最 大 不 同 在 于 它 中 间 除 了 对 W CO 适应 的 未 知 过 程 y CO. 需要 求解 外 ,还 有 一 个 适 
应 过 程 z(t) 也 同时 要 求解 . 这 个 x( 是 dW CO) 前 的 系数 ,也 就 是 布朗 运动 多 对 y 的 运动 的 干 
扰 强度 . 即使 d 前 的 系数 Sa yO 中 不 含 xz(0 ,一 旦 了 确定 后 ,根据 y 的 最 终 状 态 , 这 个 
TOU z(t) 也 就 完全 确定 ,因为 他 们 证 明了 在 f ORT y x E — XX Lipschitz 条 件 下 , (2) 存 
在 唯一 的 一 对 解 . 巧合 的 是 ,1992 年 ,著名 经 济 学 家 Duffie 和 Epstein[18] 提 出 ,不 确定 环境 下 
的 效用 晒 数 应 当 由 一 种 新 的 “随机 微分 效用 ”来 递归 解 出 ,独立 她 获得 了 如 下 特殊 情 沈 的 倒 向 
随机 微分 方程 ， 


(2) 


dy(O = gCy(t) ,z(t))di— zCOdW(oD, 
y(T)=0. 
此 时 , g 中 的 z 刻画 了 效用 函数 的 “风险 厌恶 "(risk aversion) 程度 , 但 他 们 的 理论 只 能 处 理 g 
是 z 的 平方 或 g 不 含 z 的 两 种 情况 . Karoui, Peng 和 Quenez[19] 的 文章 对 此 进行 了 系统 的 论 
述 ,合理 地 解释 了 为 什么 需要 更 一 般 的 倒 向 随机 微分 方程 来 刻画 效用 函数 、 
(2) 有 下 面 的 一 般 形式 
dy(t) 一 一 ft yG).z000dt + Cg, y 0) + z(t)) dW (2, 
CT) =Y. 
Peng 和 Pardoux( 20 JEH THAE t, FAT yz g 关于 y 满足 Lipschitz 条 件 下 解 的 存在 唯一 
性 定理 , 一 般 说 来 ,Lipschitz 条 件 太 强 ,许多 学 者 放宽 了 f,g 所 满足 的 条 件 ,证 明了 (4) 解 的 存 
在 唯一 性 ,并 在 4 = 1 情况 下 ,建立 了 相应 的 比较 定理 . Peng(1993)[21] 证 明了 方程 (2) E f fü 
足 局 部 Lipschitz 4& fF P , 解 的 局 部 和 整体 存在 唯一 性 . 
Daring 和 Pardoux[22] 证 明了 方程 (2) 在 f. XT y 满足 单调 性 条 件 , 关 于 x 满足 Lipschitz 
条 件 下 , 解 的 存在 唯一 性 , 毛 学 荣 [23] 在 类 似 于 Yamada 和 Watanabe 条 件 下 : fls, +, e) 关于 
yx gs *) 关于 yy 满足 
| fi ys) — flty yrz) [^ pl|y y |?) +C] z-z l^, 
t gy) — Etsy) | xi ey — yd, 


(3) 


(4) 


(5) 


其 中 p: R, R3EXU PRA ,0(0) —0 及 | p (Qu) du = co 48A] BEDE(AM B Ye TEPE — Hk. Cao 


和 Yan[24j] 给 出 了 d = 1 时 ,在 毛 学 荣 条 件 (5) 下 方程 (2) 的 比较 定理 .条件 (5) 是 Lipschitz 条 
件 的 自然 推广 , i K >00 ENX plu) = Kuiuzz 0, FAT yz g XT y 满足 Lipschitz &ff. 
我 们 注意 到 方程 w = pu) 在 初始 条 件 z = 0 下 ,有 了 唯一 解 x 三 0. PR ou) 有 明显 的 实际 意 
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X. 例如 :经济 学 中 的 效用 函数 是 一 个 严格 增 , 严 格 凹 的 连续 可 微 函 数 &: RI R H u (oo) = 
0,u'(0,) 一 co, 它 显然 不 满足 Lipschitz 条 件 (B AT RI BEN E E XR IAE o 的 条 件 . 
1997 年 ,司徒 某 L25] 考 虑 了 如 下 带 跳 有 限 维 倒 向 随机 微分 方程 的 解 
X+| bzg pods- qaw, -| | s. COR, Gs dz),t > 0, (6 


UT 


这 里 rz 为 有 界 停 时 ,X 是 科 Ar. o ,Nk 是 Possion RIR, Hp b TARAR: b + bb 
满足 弱 单 调 性 条 件 ,b 满足 Lipschitz 条 件 . 就 本 文 作 者 所 知 , 迄 今 为 止 ,此 条 件 是 保证 (6) 解 的 
存在 唯一 性 最 弱 的 一 组 条 件 . Dog 8x [26] 考虑 了 方程 (2) 在 4d = 1, 了 被 一 个 停 时 rz 取代 ,在 条 
件 H1 一 H3( 见 [38] 第 二 章 ) 下 , 解 的 存在 唯一 性 . 在 [38] 第 二 章 , 我 们 给 出 了 其 相应 的 比较 定 
理 ， 

由 于 控制 理论 和 经 济 研究 的 需要 ,1993 年 ,Antonelli[27] 首 先 提出 了 如 下 形式 的 


por +| fU. ,VdX,, 


(7) 
V, = E([ eU VDZ +Y 13) 0ST, 


Vr 一 Y. 
倒 向 随机 微分 方程 (简称 FBSDEO ,此 时 (02.2. (D )ouuer P) 是 满足 通常 条 件 的 完备 概率 空 
[8], Y EF- IW r.v. f.g AE Lipschitz 条 件 ,X, 8 Z, E3638, J 为 循序 可 测 过 程 .加 上 适 
当 条 件 ,Antonelli 证 明了 (7) 解 的 存在 唯一 性 ， 
1994 年 ,Ma,Protter 和 Yong[28] 研 究 了 有 限 维 FBSDE 的 更 一 般 形式 ， 
RR Js. X, 522: 3d) «T als, XY, ZDW., 
a EP" (8) 
yox XS) +Í BCX Y, Zods- | SS KY ,ZW 0 t« T. 
当 o 非 退化 时 ,给 出 了 求解 的 “四 步 方法 ”. 为 了 保证 每 步行 得 通 ,8,5,0,o 和 8 应 满足 [28j 假 设 
Al 一 A4. 1995 年 ,Hu 和 Peng[29j 讨 论 了 下 面 的 特殊 形式 的 FBSDE ,在 其 系数 满足 某 种 单调 
性 条 件 下 , 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 
XX 二 工 十 | bls, X, Y, Z,)ds + | als, X, +Y. 2.)dW,, 
Ü : ù (9) 
Y, — g( X) - hC X.Y, dr | Z,dWw,,0 «t« T. 

1998 年 , Hamadene[ 30] 在 Hu 和 Peng 研究 基础 上 ,给 出 了 更 弱 的 两 组 条 件 GR ERE 03 
代 序 列 , 分 别 证 明了 (9) 解 的 存在 唯一 性 定理 . 这 里 要 指出 的 是 ,对 有 限 维 的 BSDE,FBSDE f& 
的 存在 唯一 性 证 明 都 依赖 于 Ito 公式 ,对 无 穷 维 倒 向 随机 发 展 方程 适度 解 的 讨论 , 厅 能 直接 用 
Ito 公式 ,只 能 定义 Picard 选 代 序列 ,通过 区 间 细 分 的 方法 , 逐 段 证 明 适 度 解 的 存在 唯一 性 ， 

到 现在 为 止 ,有 限 维 倒 向 随机 微分 方程 的 理论 研究 已 趋 完 善 , 该 理论 已 被 广泛 应 用 到 投资 
决策 ,期 权 定 价 , 递 归 效 用 ,随机 微分 效用 等 经 济 理论 和 实践 中 , 特别 值得 一 提 的 是 倒 问 随机 微 
分 方程 理论 可 以 用 来 对 不 完备 市 场 中 的 各 种 派生 证 券 的 定价 及 套 期 保值 问题 提供 有 力 的 分 析 
和 近似 计算 方法 . 一 个 典型 的 例子 就 是 可 以 解决 投资 组 合 受 限 且 限制 非 凸 的 情况 下 定价 问题 ， 

随 着 Hilbert 空间 中 最 优 控制 理论 的 讨论 ,要求 我 们 考虑 Hilbert 空间 中 倒 向 随机 微分 方 
程 解 的 存在 唯一 性 问题 . Hilbert 空间 中 BSDE 理论 应 看 作 是 有 限 维 BSDE 理论 的 一 个 自然 扩 
展 , 到 目前 为 止 ,这 方面 的 研究 工作 较 少 . Bensoussan[31] 用 近似 方法 得 到 了 特殊 线性 情况 的 
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Hilbert 空间 中 BSDE 的 解 ;Hu 和 Peng[34] 用 泛 函 分 析 方 法 求解 了 一 般 线性 情况 下 的 Hil- 
bert 空间 中 的 BSDE 的 解 ;Hu 和 PengL354 讨 论 了 一 般 半 线性 情况 下 Hilbert 空间 中 倒 向 随机 
发 展 方程 适度 解 的 存在 唯一 性 ; Hilbert 空间 中 两 个 发 展 算 子 倒 向 随机 发 展 方程 适度 解 的 存在 
唯一 性 是 由 汤 善 键 L364] 给 出 的 , Hilbert 空间 中 正 - 倒 向 随机 微分 方程 理论 现在 还 没有 人 研究 ， 
由 于 股市 受众 多 因素 的 影响 ,人 们 认为 用 无 穷 维 布朗 运动 去 刻画 股市 中 股价 的 波动 更 切 
合 实际 . Peng[ 19] 的 观点 来 看 ,实际 上 “随机 微分 效用 ”定义 为 下 面 一 般 BSDE 的 解 ; 
[dy —— f(tc Y, Z)dt tr Zt dW,, 
lY: = Y. 
其 中 c 为 消费 过 程 . 若 将 Y, 看 作 依 赖 于 <, XY BER RARA EE s Y 2S RUCT DP 88 
” 数 空间 的 过 程 ,那么 (10) 就 成 为 无 穷 维 空间 中 的 BSDE. 最 近 ContL35j 在 研究 利率 期 限 结构 模 
型 时 ,用 无 穷 维 空 间 郑 机 发 展 方程 的 解 去 描述 利率 期 限 结构 的 波动 ,讨论 了 解 的 性 质 ,表明 这 
种 描述 抓 住 了 收益 率 曲线 的 基本 特征 , 从 以 上 国内 外 的 学 术 动 态 来 看 ,开展 无 穷 维 倒 向 随机 发 
展 方程 理论 研究 意义 非常 重大 . 
1997 年 ,国家 基金 委 的 重大 项 目 “ 金 融 数 学 ,金融 工程 和 人 金融 管理 "正式 通过 正式 实施 , 开 
展 这 个 重大 项 目的 研究 不 仅 具 有 理论 意义 ,而 且 可 以 直接 用 于 金融 市 场 的 实践 . 这 一 项 目 吸 引 
了 众多 著名 数学 家 和 经 济 学 家 投 人 这 一 领域 的 研究 . 正 是 在 此 背景 下 ,本 文 作者 [38] 以 倒 向 随 
机 微分 方程 和 随机 微分 效用 为 题 ,讨论 了 无 穷 维 倒 向 随机 发 展 方程 适度 解 及 无 穷 维 正 - 倒 辐 随 
机 微分 方程 ,首先 将 Hu 和 Peng[35] 的 条 件 ,推广 到 毛 学 荣 [23] 有 限 维 情况 下 的 条 件 (5) ,其 
次 将 [29 ,30] 的 结论 推广 到 无 穷 维 情况 ,为 它们 在 金融 中 的 应 用 作 好 了 理论 上 的 准备 . 


(10) 
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